Equazione di Schrodinger

dualita onda-particella — particella libera come onda piana

U(z,t) xexp{i(kx —wt)}
h

de Broglie DI= = hk
Einstein E=hv=huw
—) \I!(:z:,t)ocexp{%(px—Et)}

NB- pz—Et=p'z, — \I!(x,t)ocexp(%p-x)



Equazione di Schrodinger

ov E

* derivata temporale: = Y g = U
—) 1 h %—\f =KV
* derivata 2" spaziale: ?:7\121 - (z %) T
—) —h ZZI; p*
b= '229_; - {Z h%_\f 2h; gic\g




Equazione di Schrodinger

O? 5
* spazio 3D: 522 y X
ﬁ2
* potenziale esterno V: E= i b V(Z)
) iha—ql — {_h_z \VZ R V('F’)} \/} equazione di
o o Schrédinger

. Hamiltoniana H

H % 1)

NB - eq.nelineare — principio di sovrapposizione [ operatore, i.e. ]

- non relativistica: 1" ordine in t, 2”* ordine in x
— eq.ni relativistiche: Klein-Gordon, Dirac




Equazione di Schrodinger

Soluzione generale

Ipotesi — H indipendente dal tempo — soluzione nella forma a
variabili separate
U(r,t) = u(r) T(¢)
dv dT

ih— = HU - ihu(f) — = H {u(¥) T()}

dividendo per W, poiché H non agisce su T:

i@l A
h——=-H
Tat T tu)
i due membri sono funzione di variabili diverse — uguaglianza

possibile solo se ciascun membro = costante



Equazione di Schrodinger

u il A 1
thE— E _EH{U} con E costante
dT
' h—=FET(t 1
i.e. th— (¢) (1)
H{u} = Eu(r) (2)
* soluzione della (1): T(t) = A exp (_% Et) A = cost.

* soluzione della (2): eqg.ne agli autovalori per 'operatore H
— |a costante E assume il significato di energia

H indip. dat — eq.ne di Schrodinger degli stati stazionari
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Equazione di Schrodinger

—_— U(F 1) = Au(F) exp (—%Et)

NB - /dr"-’|\1!(f’,t)|2=1 = IAI"‘/df'u2(F)=1 (%)
vV |4

— ameno di una fase, determino A

La (2) & una eq.ne differenziale lineare del 2”* ordine:

[_h_2 V2 + V(F)] u(F) = Eu(F)

2m



Equazione di Schrodinger

potenziale V regolare ovunque — soluzione é funzione
continua con derivate 1" e 2/ continue, i.e. u(r) € C*

(%) — u(F) e £2 (funzionia quadrato sommabile)

l

condizioni al contorno opportune (e.g., se 7 percorre tutto
R3, tali condizioni sono fissate dal corretto comportamento
asintotico della funzione per r — «) determinano lo spettro
degli autovalori dell’energia E

— [ spettro discreto ]

i.e., quantizzazione dell’energia risulta da normalizzazione
della probabilita



Gradino di Potenziale

o : : V(x) A
Fascio di particelle di massa m

\%

0

ed energia E in moto lungo
asse x con velocitav — flusso

incidente: 5 hk

—— — = FEu(x) (1)

* X >0: particelle soggette a potenziale costante =V,
— eq.ne degli stati stazionari:
h? d%u

y ot + Vou(z) = Fu(x) (2)
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Gradino di Potenziale

E<O

() m— u'(@)— (@) =0 (z < 0)
(2)  — u"(z) — n?u(z) =0 (5 >10)
dove:  u2="7|E =25 (Vo+|E)



Gradino di Potenziale

lim wu(x) = finito — a; =by =0
|z|—00
aeh® (x < 0)
l.e () =
be " (& =0)
lim u(z) = lim wu(x) — a=>b (@)
z—0~ z—0t
l
lim »'(z) = lim u'(z) — pa=—nb p=-n
z—0~ z—0T

— no soluzioni per E < minV(z)

(risultato, in accordo con la teoria classica, indipendente
dalla forma del potenziale)
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Gradino di Potenziale

E>o0
*E>V, (1)
(2)
dove:
u(z)
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Gradino di Potenziale

1.

2.

4.

fascio incidente (x < 0): e'** —» = A=1
solo onde progressive perx >0 — D=0

. B (x < 0)
u(z) = "
G- (z > 0)

lim #4(z) = lim u(z) — 1+ B=C
z—0~ z—0T

lim u'(z) = lim u'(z) - ik(1—B)=1ik'C

z—0~ z—0T

39
sz k 2.5
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Gradino di Potenziale

v classicamente il fascio proseguirebbe indisturbato lungo x;
caso quantistico: barriera provoca riflessione — flusso

riflesso:
8350 G =—v Bl = |Bf
™m

— coefficiente diriflessione: R = brl =Bl
Ji

/
v’ parte del fascio incidente viene trasmesso: j, = @|C|2

— coefficiente di trasmissione: T = Jt _ |(J|2

Ji
NB- R+T =1
- B, = B=F =5 B=U0E-i
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Gradino di Potenziale

e F<V

(1) — u”(z) +Eu(z) =0 (z < 0)
(2)  — u"(x) — k*u(z) =0 (z > 0)
dove:  R?= 2;7? (Vo — E)
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Gradino di Potenziale
1. fascio incidente (x < 0): e**? A=1
2. lim wu(z) = finito =10
|z| =00
gHhE . pia-the (@ <)
— U(T) = )
De k= (z >0)
3. lim u(z) = lim u(z) 1+B=D
z—0~ z—0T
4.

z—0~

lim u'(z) = lim u'(z)

z—07t

ik(1-B)=—-kD
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Gradino di Potenziale

v |Bl=1 —  j,=ji particelle che urtano la barriera,

v |DJ?

rimbalzano (come caso classico)

4 k? E - :
= 47 #(0  probabilita non nulla di trovare
0

B 2 _2 - . .
A particelle in x > 0 (contrasto con
caso classico: torna perV, = )

L ()] Ly (x)]°

F 9 F

A =2/ Ky

&> ¥ E< ¥
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Barriera di Potenziale

0 z <0
V)= W 0«5 < a

0 T >0

E>V

0]

V() A

x VY

Classicamente: particella che s’avvicina alla

barriera da sinistra con impulso

entra nella regione della barriera
e viene rallentata a un impulso

pr=VZ2mkE

P2=\/2m(E—V0)
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Barriera di Potenziale

che conserva fino a quando raggiunge x = a, oltre il quale
accelera a unimpulso p, = p,, che mantiene per tutto x > a

2
(+H)v@=0 =<0 w20
2mkE

Lo —

: h
d2
(@'{‘k%) ?,b(a:)=0 U <z <a

v 2m (E — V)
kzz
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Barriera di Potenziale

,
¢1($) e Aeik1x+Be—ik1x T S 0

—  P(T) = Py(z) = CeR2®L De 2 O<z<a

P3(z) = Eethi? T>a

\

imponiamo continuita della f. d’o. e della sua derivata spaziale
in corrispondenza dei confini tra le varie regioni di x, i.e.

X=0 11(0) = 42(0) 1(0) = 45(0)

— ™~

A+B=C+D k1 (A— B) = ky (C — D)
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Barriera di Potenziale

Pa(a) = P3(a) ¢2’(a) = ?bé(a)

X
1
Q

Ceikga LH De—z’kza _ Eez’kla kz (Cez'kza . De—ikga) " klEez’kla
da cui ricaviamo le costanti B, C, D ed E in termini di A

da ()P
E |

E>W
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Barriera di Potenziale

v’ coefficiente di trasmissione

2 . — 5
T_k1|E| B {l_l_sm (A Ve 1]}

ki |A]2 4e(e—1)

A= 2\ /2mV, .
h Vo

v’ coefficiente di riflessione

2 . -1
R=k1|B| :{1+ .425(5 1) }
ki|A|? sin“[A Ve — 1]
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Barriera di Potenziale

e(e—1) =€
e E>>V, — €e>>1 —
Ave—1~Ae= \/
— Sm4[)‘( 61)1]—>0 — '—1 R-—>0
EAE —

per energie £ >>V , le particelle non sentono I’effetto della
barriera di potenziale — trasmissione totale

. Ave—1=n7m (n€N) > =l
2252
2m a?

— risonanza (assente in fisica classica) dovuta a interferenza

costruttiva tra onda incidente e onda riflessa
22



Barriera di Potenziale

classicamente: riflessione totale in x =0 — nessuna
particella pud penetrare la barriera (in corrispondenza
di essa avrebbe energia cinetica < 0)

0

Come caso precedente, eccetto per la sostituzione:

_.v/2m (Vo — E)
—1 .

ke — 1k

per cui:

)
¢1(x) - Aeikw: +Be—z’k1x T S 0
P(x) = Yo(z) =Ce2*+ De™™* (O<z<a

Y3(z) = Eethie T>a

\
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Barriera di Potenziale

Imponendo continuita della f. d’o. e della sua derivata spaziale
in corrispondenza dei confini tra le varie regioni di x, si
ottengono le seguenti relazioni tra le costanti A, B,(,D ed E

A+B=C+D
iki1(A—B) =k (C— D)
G D2t = Fighns

ko (Ce® —De ™% =ik Eehe

da cui e possibile ricavare I’espressione della funzione d’onda
nelle varie regioni e, quindi, i coefficienti di trasmissione e

riflessione
24



Barriera di Potenziale

|y ()]

NB — |y |2 # o0 nella regione x > a — probabilita per la
trasmissione oltre la barriera non e nulla, come nel
caso classico — effetto tunnel: oggetti quantistici
pOSsONo passare attraverso barriere classicamente
impenetrabili. Effetto puramente quantistico la cui
origine e nella natura ondulatoria della materia.
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Barriera di Potenziale

v’ coefficiente di trasmissione

T = {1 + Sini(?l\iT) }—1

v’ coefficiente di riflessione

R = al sinh? ()\\/l—e)

4e(1—¢€)

NB - Limite h—-0 — A—>o0 — sinhQ(/\\/l—e)—>oo
4e(l—¢€)

" sinh? (A\v/I—¢)

ritroviamo il caso classico

— T — 0 R—1
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Pozzo infinito di Potenziale

Particella di massa m confinata a muoversi all’interno di un
pozzo di potenziale infinitamente profondo

¢

[
)\ [
+00 B<l veo ] :
Viz)=< 0 e el
+00 T =i
. >
(0] a X

Classicamente la particella rimane confinata nel pozzo,
muovendosi avanti e indietro con impulso

p=A2mL

come risultato delle ripetute riflessioni dalle pareti del pozzo
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Pozzo infinito di Potenziale

—) Y(z) = A'e** + B'e™"** = Asin(kz) + B cos(k z)

0 — B = = Y(z) = A sin(k z)
Y(a)=0 — Asin(ka)=0 — k,a=nm (n€N)

2 2 7.2 2 2
2m  2m 2m a?
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Pozzo infinito di Potenziale

contrariamente a quello che accade in fisica classica, lo spettro
dei possibili valori dell’energia é discreto

a a 2
/ dz|gn(z)’ =1 — |A)? / dz sin? (n7r f) =] =—— A=4/-
0 0

a a

e, quindi:

2 "I_"'- “ ‘ ),
¢n($) — \/i Sin (n7r E) w1(x)
a a

NB — livello di energia piu
bassa:
n=1 — E1 =

2 B2
2m a?

energia di punto zero
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