Numeri Complessi

z,yeR — 2€C

g0

(i =v-1)

p=z2+y?

—

0 =4

1Y

[ arctan(y/x) (& >0)
| ™+ arctan(y/z) (z < 0)

z=p (cosf+ i sin0)

0e(—n/2,m/2)

NB — per semplicita, nel seguito considero soloil caso p =1



Giusto chiamarli numeri? Si perché formano un campo: insieme di oggetti
per cui sono definite due operazioni + e x che soddisfano i seguenti
assiomi

1. +e x commutative e associative (a+b=b +a,axb=b x a);

2. x distributiva rispetto alla somma (a x [b x c] =[a x b] + [a x c]);

3. 3o| Varisultaa+ 0 =a (esistenza elemento neutro rispetto a +);
4. 31| Varisultaax1=a (esistenza elemento neutro rispetto a x);
5. Va, 3b|a+b=o (esistenzainverso rispetto a +);

6. V(a,b,c),seczoecxa=cxb — a=b(legge dicancellazione),
7. Vazo 3b|axb=1/esistenzainverso rispetto a x);

NB - 1) -5) = anello; 1) - 6) = dominio d’integrita; 7) consente la divisione
— campo = dominio d’integrita in cui & possibile la divisione

campo ===  aritmetica



Aritmetica dei numeri complessi
. (a1+ib1)+(a2+ib2) = (a1+a2)+?:(b1+b2)
ii. (a1 +1 bl) (az +1 bz) = (a1 as — by bz) +1 (7“1 by + by ag)

a1+75b1_ 1
as+iby  af+ b2

[(a1 a9 + bl bz) + 1 (bl as — Qq bg)]

Campo dei numeri complessi gode di proprieta importantissima: ogni
equazione polinomiale pu0 essere risolta

V(cy,C1y. -y Cn1,¢,) € C, dz € C  soluzione dell’equazione:
" +cp 12" ...tz +e=0

teorema fondamentale dell’algebra



importante proprieta del numero | e(f) = cosf + i sin6

e(0) e(v) = (cos B + i sin @) (cos ) + ¢ sin )
= (cos @ cos ) — sinf sine) + i (cos§ sin 1) + sin O cos )

= cos(6 + ) + i sin(f + )

ie. e(0) e(y) = e(0 + 1)

Teorema: ['unica funzione reale non nulla e differenziabile che soddisfa la
condizione

f(z) fy) = flz +y) (1)
per le due variabili indipendenti x e y & la funzione esponenziale

flu) =2 con c costante arbitraria



Dim. - Derivata parziale di ambo i membri della (1) rispetto alla variabile x

o0f () _Of(z+vy)
Ox fy) = Ox )
Of(z+y) _ df(w) ouw
WY e or dw Oz
o0 =1 Sy la (2) pu0 essere riscritta come:
Ox
df(z) .\ _ df(w)
A e )

Ripetendo gli stessi passi per la derivata rispetto ad y della (1), si ottiene:

o) T T @)




i.e., poiché i membri di destra di (3) e (3’) coincidono:

df(z) o\ oy 4F (@)
. T =f(@) ay
: L dffz) _ 1 df(y) (3

flz) dz  f(y) dy

(3”): uguaglianza di due funzioni di variabile diversa — uguaglianza
possibile solo se ciascun membro € una costante, i.e.

dT=cdu (u==,9)
— f(u) = Ae®

che sostituita nella (1), fornisce A2=A, i.e., A=1 c.v.d.



Quindi, tornando al nostro problemainiziale:  e(f) = e’

de(6
— 2(9) —ce(d) —  ied) =ce(d)
-  c=1 -y e = cosf +isinf
(Eulero)
NB- (8 - —0) = (i — —i) > e % = cosf — i siné
e +e7% =2 cosh
— | |
et —e 9 =9;gind
16 —i6 10 __ _—i0
SN o +26 sinf = & 2: (4°)

tutta la (noiosa) trigonometria si riduce a manipolare esponenziali

con argomento immaginario.

(4)



-

f. |/
E ST =0

= ]
PMETHOD. 1 ¢

— e'™ = cos(m) + i sin(m) = —1 (5)

THE MoST (FYAR [AME Feynman (a 15 anni)
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PERWED e EVLER

eseguendo il logaritmo di ambo i membri della (5), si ottiene:

[iw=men]

chi ha detto che il logaritmo di un numero negativo non esiste?



J=ig}o — et™/2 = cos(mw/2) + @ sin(w/2) =1 (6)

. T 7/ S
— Inz =1— — m™T=-1In2
2 1
elevando all’unita immaginaria la (6), si ha:
(ei™/2)i = ¢t — it=¢e"™2 | =0.2078795763...
N.B. - facciamo il quadrato della relazione di Eulero:
e'" = —1 — et 4T — ] — lin (4% = In(l)

i.e. t27 lne=20 — 127 =0

dove abbiamo sbagliato?



incredibile, ma vero, abbiamo definito male il numero 1!

Nel campo complesso, dobbiamo scrivere:

I =feteme (n € Z)

— In(1) =i27n

la smettiamo di dire che il logaritmo di 1 & uguale a 0?

in realta, In(1) & un numero complesso con parte reale nulla

R [In(1)] =0

In(l)]=27n n€Z
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Quando siamo nel campo complesso dobbiamo sempre porre
attenzione al problema dei valori multipli, se non vogliamo incorrere
in assurdita.

Ad esempio:
- [ei(w/2+27rn):| (TL = Z)

_ e—(7r/2+27rn) 1/242n)7

:e_(

l.e.,

n=1 — e /2 =3882 x 104
n=2 — e 9/2 =79495 x 107

n=-1 — e3/2=111.3178

NB - e ™% (n=0) apagina 9 & detto valore principale
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1 SR

et? = et(@HY) — e Vel — Y (cosz + ¢ sin z)

O=zx+iy | ——)

—i0

e 710 = ¢ THEHY) — Ve ~iT — ¢Y (cosz — ¢ sin z)

1
cosf = 5 {e7¥(cosz +isinz)+e¥(cosz — i sinz)}

1
== {cosz (¥ +e7Y) —isinz (e? —e¥)}

2
(4°) = cosz coshy — ¢ sinx sinhy
1
sinf = 57 {e ¥ (cosz +isinz) —e¥(cosz — i sinz)}

i

1

=5, 1 CosT (e¥—e ) +isinz(e? +e7Y)}
i

=sinz coshy + ¢ cosz sinhy

=il — [cos(z' y) = coshy sin(éy) = ¢ sinhy ]

funzioni iperboliche = funzioni trigonometriche con argomento immaginario
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La funzione esponenziale

Nelle applicazioni si osservano numerosi fenomeni in cui il tasso di variazione
di certe grandezze e proporzionale al valore della grandezza stessa. Questo
significa che il processo & governato da un’equazione del tipo:

df
X a f(z)
Soluzione: f@) =Ce*”

dove la costante moltiplicativa e determinata dalla condizione iniziale
del processo: C = f(0)

1. decadimento di un nucleo radioattivo

dN
—=—aN = N@®=N(© e 7T

7=1/a @&lavita media del nucleo: N(r)= N(0)/e
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2. raffreddamento degli oggetti

oggetto a temperatura T, posto in una riserva di calore a temperatura
T,(< T,); ipotesi: T, rimane costante durante il processo

dT

E——Q(T—Tl) — T=T1+(T0—T1)6_at

(legge del raffreddamento di Newton)

3. crescita di popolazione segue legge (approssimativamente) esponenziale

Plt) =0 e™
N.B. —integrando:
L 4 aT
B & —00 o « o

a >0 — n.viventi attuale > n. esseri umani esistiti finora!!
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Matematica dell’Interferenza

Nel calcolo del pattern d’interferenza associato alle due fenditure ho
necessita della identita trigonometrica

cosf + cosp = 2 cos <0+sz) g (9 ; QP)

Il calcolo puo eseguito anche utilizzando la formula di Eulero. Ciascuna
onda e rappresentata come un numero complesso, la sua parte reale
essendo la vera quantita fisica

A=A et | Ay eilWtty) - (4 e’ + Azet?) et (w=2mv)

per cui:
|A |2: (Alei9+A26i¢) eiwt (Ale—i0+A2e—i¢) e—z’wt

= A+ A3+ A1 Ay’ + Ay Ay e OY)

= A§+A§+2A1A2 cos(f — )
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Il vantaggio nell’uso della formula di Eulero diviene evidente quando devo
fare la somma di tante onde. Ad esempio, supponiamo di dover sommare
le onde emesse da N sorgenti di uguale frequenza (v) e ampiezza (A),
sfasate tra loro di una fase costante ¢

A=A [ei“’t_i_ei(wﬂ'@_|_€i(Wt+2¢)+...+ei(wt+(N—1)¢)]

N-1 N-1
. 6i(wt+k¢) :Aeiwt Z eikqb
k=0 k=0

N-1
_ fpiwt (ei¢)k
k=0

N.B — somma di progressione geometrica di ragione g

N-1
Sv=) e =1+q+¢®+...¢" 2 +¢"
k=0

— a8 =108 a2 £ s @ gV =85 = 13 ¢
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N 1 —ig™
— 1-¢"=Q1-¢)Sv — | Snv= =g
Nel nostro caso:
N-1 iNg
Y & k . 1—e
g="e"? = (ez) T ] _eid
k=0
per cui _ tl_ez’Nd)
. W
A= Ae T
e—iN$/2 _ LiNo/2
eriwteiN¢/2

cid/2 (e —i¢)2 _ ei¢/2)

— Aeiwtpi(N-1)¢/2 —214 sin(N ¢/2)

—24 sin(¢/2)
A iwt i(N-1)¢2 SIN(N ¢/2)
— Ae te N-1)¢/2 Sln(¢/2)
. |A| _ Asin(Ngb/Z)

sin(¢/2)
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NB- > lim [A]=A lim sin(N ¢/2) _ . (N ¢/2) sin(N ¢/2)/(N ¢/2)

$—0 -0 sin(¢/2) o0 (9/2) sin(¢/2)/(4/2)
s sin(IN ¢/2)
— AN d Z//Qz — AN
limg_0 5/

(e, pii in generale, per ¢ = 2n )

> [Al=0 —  sin(N¢/2)=0 — N§=m n=1,2,...)

n
i.e. = =27
¢ N
Per questi valori della fase la funzione consegue (ovviamente) i suoi valori

minimi. E i massimi dove sono? Quanto vale la funzione in questi punti?
(compito per casa)



Sviluppo in serie di Taylor

Rappresentazione di funzione arbitraria nell’intorno di un punto x,
all’interno del suo campo di definizione — serie di potenze di Taylor

=
Zk——J; (z — xo)* (Fl=1%2% 3 X .uX (B=1) x k)
k=0 0
zo =0 — f(x)—iidk—f "
o= - l dz” |z=0
k=0
d*(e?) d*(e?)
z)=e” =e” =
f( ) dxk € — dzk lz=0 !
) o0 :Uk 2 3 £U4
— e :;ﬁ=1+x+2!+3'+4'+ (7)
2 3 pd
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NB - Se non credete a Taylor (era avvocato), potete seguire la dimostrazione (da
fisico!) seguente. Partiamo dalla formula del binomio di Newton

n

(2 -2 (-2 ()
-H+ OO OO+ ©

(Z):( n! - :1+n§+n(n—1) (§)2+n(n—1)(n—2) (a:)3+

n— k) k! n 2! n 3! n

3

) (1+g)n=1+x+—(1 —2!1/71,) xz-l-(l_l/n)i%!(l—Q/n) o+

2 1-1/n)(1=2/n)...(1/n)

n!

xn

n 2 3 n
—— lim (1+£) =1+x+x—+w—+...+w— i.e., la(7)
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=10 — g i’ikek Eoo:.% b +§:  (2k+1) A
— = o 1 ]
c K = 2R = (2k+1)!
00 92/«: 00 9(2k+1)
=D (%) G+ 217
= (2K & 2k +1)!
00 921; o0 9(2k+1)
- _1\k - s
- g( D Gm T g( D" @rT1)
da cui, confrontando con la formula di Eulero, si ottiene:
92k 92 94
= =1—-——4 —
COS Z 5 £ 94 .
2 (k+1) H3 §5
sinf = == — e
0 Z 2k+ 1)l 6 "120 "

(— per piccoliangoliil seno dell’angolo approssima I’angolo stesso)



Legge della riflessione

qual é la legge che determina questo comportamento?

Principio del tempo minimo (Fermat): di tutti i cammini
possibili per andare da un punto a un altro, la luce segue quello
che richiede il tempo di percorrenza piu breve



Ml

e
BI

i cammini sono percorsi a velocita costante — il tempo minimo
corrisponde alla distanza minima: percorso rettilineo che collega A
con il punto immagine B’

ACB’ @ unaretta — }f@ L ﬁc\F = Bﬁ i.e. U=

NB — Che la luce dovesse seguire il cammino di lunghezza minima I’aveva
gia detto Erone. Nella rifrazione, pero, la luce non segue il percorso di
minima lunghezza; ecco perché Fermat avanzo I'idea che fosse il
tempo alla base del criterio di minimo
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Che legge misteriosa! Invece di dire che la propagazione e causale
(quando facciamo una cosa, ne accade un’altra), afferma questo: noi
creiamo la situazione e la luce “calcola” il tempo piu breve e “sceglie”
il percorso di conseguenza. Ma come lo trova?

“annusa’ i percorsi! (Feynman) a questo serve la lunghezza
d’onda: €, approssimativamente, la distanza su cui la luce
“annusa” il percorso per controllarlo

L’intensita luminosa nel punto B & proporzionale al numero medio di
fotoni che arrivano per secondo — dobbiamo calcolare la
probabilita che un fotone vada da A a B, passando per lo specchio:

* calcolo tempo di percorrenza di ciascun possibile
cammino: A — specchio — B

. el L wi
« calcolo per ciascun percorso la quantita: e'“" (k € Z)

2

o
— probabilita di arrivo del fotone Z e vt
k=1
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calcolo dei tempi t, (compito per casa) — curva sopra




rappresentazione grafica della somma: ciascun vettore corrisponde a e*“%

P, ct
LN N
/ \\:«_./ff

\A/D

R 2

» il punto C corrisponde al tempo minimo: se consideriamo i
percorsi nel suo intorno, il tempo di percorrenza non cambia
— ivettori corrispondenti sono all’incirca paralleli

» intorno agli estremi i tempi di percorrenza sono molto diversi
— ivettori corrispondenti hanno orientazioni molto diverse

probabilita totale = quadrato della distanza tra i due estremi —
proviene quasi tutta dalla regione dove i vettori sono paralleli;
vettori con orientazioni molto diverse tendono a cancellarsi tra loro



GLI ADELPHI

Richard P. Feynman
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